
１．はじめに

デジタルカメラや液晶プロジェクタなどの民

生機器，内視鏡に代表される医療機器，レー

ザーなどを用いた各種の分析機器など，ガラス

製光学デバイスの用途は年々拡大しつつある。

特に近年はガラスレンズの生産コストの低減，

また非球面化などへの要請から，モールドプレ

ス成形による製造法が注目を集めるようになっ

た［１］。

ガラスレンズのモールドプレスに関する数値

シミュレーションにおいては，ガラスの弾性係

数が温度と時間に依存する熱粘弾性体であるこ

とを考慮する必要がある［２］。ガラスの熱粘弾性

特性の評価法には，市販の熱粘弾性試験装置を

用いて周期的な外力に対する応答，すなわち貯

蔵弾性率，損失弾性率，損失正接（tanδ）を求

めた後，Maxwell モデルや Foigt モデルといっ

た等価的な粘弾性モデルに置き換える方法が一

般的である。また，ひずみ速度一定試験［３］や応

力緩和試験［４］を用いた評価方法も広く用いられ

ているようである。

他方，著者らのグループでは，一軸圧縮ク

リープ試験により得られた結果を用いて，大変

形解析にも適用可能な高い近似精度を有する緩

和弾性係数を算出する方法を示している［５］。こ

の実験手法は，金属材料用途として用いられて

いる実験装置をそのまま用いることが可能であ

るため，非常に高いガラス転移温度を有する材

料が取り扱えるなど，種々の利点がある。

本報では，著者らのグループにおいて開発さ

れた一軸圧縮クリープ試験によるガラスの熱粘

弾性特性同定手法について概略を述べるととも

に，得られた熱粘弾性パラメータを用いたガラ

スレンズのプレス成形シミュレーションの実例

について紹介する［６］［７］。〒３８０―８５５３ 長野市若里４―１７―１
TEL ０２６―２６９―５１６１
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２．粘弾性体の基礎理論

線形粘弾性体の応力－ひずみ関係は，緩和弾

性係数をE（t），クリープ関数を J（t）として，

次式のようなDuhamel のたたみ込み積分で定

義できる。

σ（t）＝�
�

�

E（t－τ）ddτε（τ）dτ+E（t）ε（０） �１

ε（t）＝�
�

�

J（t－τ）ddτσ（τ）dτ+J（t）σ（０） �２

ここで ε（t），σ（t）は粘弾性体におけるひず
みと応力の時間変動を表す。式�１，式�２を
Laplace 変換すると，以下の式を得る。

σ=sE（s）ε（s），ε（s）＝sJ（s）σ（s） �３

ただし，‘s’は Laplace 変換パラメータであ

る。上の２式より応力とひずみを消去すると以

下の式を得る。

E（s）=
１

s２J（s）
�４

すなわち，実験によりクリープ関数 J（t）が

得られれば，Laplace 変換，逆変換を用いて緩

和弾性係数E（t）を算出できることがわかる。

さて，種々の粘弾性試験において得られる情

報は，一般に縦弾性係数E（t）の緩和弾性係数

もしくはせん断弾性係数G（t）だけであって，

すべての弾性係数が情報として得られるわけで

はない。そこで，一般にはポアソン比を一定と

するか，もしくは体積弾性率を一定とするか，

いずれかの近似を適用する。著者らは既に，熱

粘弾性体において大変形が生じる場合にポアソ

ン比を一定とした近似を行うと，成形体に極め

て大きな体積変化が生じるといった矛盾が生じ

ることを明らかにしている。［５］そこで，以下に

おいては，体積弾性率は時間依存性を示さない

ものとして定式化を行う。

体積弾性率の初期値，すなわち瞬間弾性率

K０として定義される体積弾性率を，縦弾性係

数とポアソン比の瞬間弾性率をそれぞれE０，

ν０とすれば，ステップ応答関数（緩和弾性率）
として定義される体積弾性率K（t）の Laplace

変換は以下のようになる。

K（s）=１sK０，（K０＝ E０
３（１－２ν０）） �５

ポアソン比は，Laplace 変換領域におけると

K（s）E（s）を用いて下のように従属的に定義さ

れる。

ν（s）＝
３K（s）－E（s）

６K（s）
�６

一般に，体積変化の大きな固体材料の変形解

析においては，体積変化を近似的に０として取

り扱うが，実際に上式で定義されるポアソン比

は時刻無限大において ν∞＝（３K∞－E∞）／K∞と
なり，時刻無限大における緩和弾性率E∞が十

分に小さくなるとすれば，ν∞は０．５に近づ
く。すなわち，時間の経過とともに変形が進ん

だ場合には，ポアソン比が０．５，すなわち体積

不変の状態に近づくことが示されている。

３．実験データを用いたクリープ関数の
計算法

以下，ガラス材料の熱粘弾性特性の測定に対

し，一軸圧縮クリープ試験を適用する場合につ

いて述べる。特定の温度条件下のクリープ試験

により得られた試験片の変位履歴より，真ひず

みの履歴を次式によって求める。

ε（t）＝1n L（t）L０ �７

ここで L０は試験片の初期長さ（１０mm）で

あり，L（t）は各時刻における試験片長である。

粘弾性体の変形に伴う体積変化は微小であるか

ら，大変形時には体積変化が生じないものとみ

なして，計算を簡略化する。この近似を用いる

と，時刻における断面積はA（t）＝A０e－εとなる
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から，結果的に試験片に作用する真応力の履歴

は次式のように見積もられる。

σ（t）＝ P
A（t）＝

P
A０e

ε �８

さて，たたみ込み積分の定義式�２よりクリー
プ関数を求めるために，ひずみ ε（t），応力 σ
（t）クリープ関数 J（t）を時間軸に対して等間隔

に離散化し，εi，σi，Ji（i＝０，N）と定義する。
式�２の時間微分に対して差分近似を適用する
と，次式のようになる。

εi= �
���

�

Ji－k（σk－σk－１
∆t ）∆t+Jiσ０ �９

最終的に，クリープ関数 Ji は次式により逐

次的に求められる。

Ji= εi
σ０－����

�

Ji－kσk－σk－１
σ０ �１０

次に，得られたクリープ関数 J（t）より，緩

和弾性係数E（t）を求め，さらにMaxwell モデ

ルを用いて緩和弾性係数をモデル化する方法に

ついて示す。

まず，実験により測定されたクリープ関数

を，以下のようにべき級数和により近似する。

ただし，時刻０における値は誤差を含むため，

瞬間弾性率E０を用いて直接近似する。

J（t）=�
���

�

aiti＋１E０ �１１

上式を Laplace 変換したのち，式�４に代入す
れば，緩和弾性係数の Laplace 変換 E（s）が以

下のように求められる。

E（s）=１s２（����
�

ai i!si＋１＋
１
sE０）

－１

�１２

なお，一般の汎用有限要素法コードにおける

計算では，縦弾性係数E（t）ではなく，せん断

弾性率と体積弾性率の緩和弾性係数を入力する

必要がある。そこで，次式の関係式を用いてE

（s），K（s）からせん断緩和弾性係数の Laplace

変換 G（s）を計算する。

G（s）＝
３K（s）E（s）

９K（s）－E（s）
�１３

上式に数値 Laplace 逆変換［８］を適用すること

によって，最終的に実時間におけるせん断緩和

弾性係数G（t）を得ることができる。

さて，汎用有限要素法コードにおける解析を

想定し，得られた緩和弾性係数のデータをさら

に離散モデルにより近似することを考える。こ

こでは，クリープ試験により求められた緩和弾

性係数を図１に示されるような１１自由度Max-

well モデルを用いて近似する［６，７，９］。モデルの

緩和弾性係数 κ（t）は次式により表される。

κ（t）=�
���

�

κiexp（－tλi ）＋κ∞（λi=ηi/κi） �１４

ここで κ１，κ２，．．．，κ５および η１，η２，．．．，
η５はMaxwell モデルの各要素に対応する係数
である。また，κ∞は無限時間経過後の弾性率

表１ ガラス材料のBK‐７の緒元

図１ Maxwell Model.
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をそれぞれ表す。これらの未知パラメータは，

探索計算により求めることができるが，本論文

では探索次元を減じるため，弾性定数 κ１，
κ２，．．．，κ５は 既 知 量 と し て 与 え，λ１，
λ２，．．．，λ５のみを未知パラメータとして探索
を行った。

以下，ガラス材料BK―７の緩和弾性率を上記

の手順により求めた結果について示す。BK―７

の瞬間弾性率，密度等の値は表１に示すとおり

である。図２（左）は先に述べた手順に従って

クリープ試験の結果からBK―７のせん断緩和弾

性率を求めた結果であり，５５０℃から５９０℃ま

での５通りの温度環境における結果を示してい

る。各温度の緩和弾性率は，対数時間軸上にて

ほぼ同じ形であり，対数時間軸方向に平行移動

することにより一本の曲線（マスターカーブ）

に重ね合わせることが可能である。

基準温度５７０℃における緩和弾性率のグラフ

をマスターカーブとし，マスターカーブに対す

る平行移動量，すなわちシフトファクターを求

めて整理した結果が図２（右）である。シフト

ファクターの値は，横軸を温度の逆数とした場

合にほぼ直線的に並んでいる。すなわち，次式

で示されるような，粘性流動の活性化エネル

ギーを用いたシフトファクター αT０（T）の近
似（Narayanaswamyの近似式）が成立する。

1nαT０（T）＝∆HR（１T０－１T） �１５

ここで，∆H［kJ/mol］は活性化エネルギー，
Rは 気 体 定 数（＝８．３１×１０－３［kJ／（mol・

K）］），T０［K］は基準温度である。

４．有限要素法によるレンズプレス成形
解析

ここでは，得られた熱粘弾性特性を用いて図

３（左）に示されるような非球面レンズの成形

プロセスについて，汎用有限要素法コード

ANSYS ver．１０．０を用いて解析を行った結果

を示す。解析に用いた温度・圧力条件を図３

（右）に示す。成形温度を７００℃とし，金型（超

硬），ガラス材（BK―７）ともに成形温度に保持

した状態において，金型の上面に３MPa の成

形圧力を一様に与え，約１５秒間保持する。そ

の 後，一 定 の 温 度 勾 配 に て t２秒 間

（１５０，３００，６００秒）にて室温まで冷却するプロ

セスである。なお，冷却シーケンスにおいて

図２ BK―７のせん断緩和弾性係数G（t）とシフトファクター

表２ Maxwell モデルの諸係数
（緩和弾性係数：G（t））
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は，金型上面に１MPa の補圧を与えた。最後

に室温状態において約１５秒間保持し，レンズ

内部の温度分布が一様となった時点で成形終了

とする。なお，今回の計算においてはレンズと

金型との熱移動に関しては簡易的に取り扱うこ

ととし，レンズ部分のみに対して非定常熱伝導

解析を適用した。すなわち，解析の温度シーケ

ンスをレンズ外周に与えて非定常熱伝導解析を

行い，その結果得られた温度分布を条件として

構造解析を実施した。解析において，BK―７の

比熱は８５８［J／（kg・K）］，熱伝導率は１．１１［W／

（m・K）］とした。また，BK―７の線膨張係数は，

図３ 非球面レンズのプレス成形モデル（左），成形シーケンス（右）

図４ 残留応力（Mises 相当応力）の解析結果，t２＝１５０s（左），t２＝６００s（右）

図５ 各成形条件による成形後のレンズ形状の比較
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熱分析装置により得られたデータをもとに，以

下に示されるような４次のべき関数により近似

した。

a（T）＝a０＋a１T＋a２T２＋a３T３＋a４T４ �１６

た だ し，a０＝６．０×１０－６，a１＝２．２５×１０－８，a２=

５．３４×１０－１２，a３＝－３．６８×１０－１３，a４＝－５．８５×

１０－１６である。

図４は，成形終了後に試験片内部に生じた残

留応力（Mises 相当応力）の解析結果である。

冷却時間を長く設定することにより，残留応力

の最大値は１．４３MPa から０．４３MPa へと減じ

られることが確かめられる。これらの結果に示

されているように，残留応力の値は成形前後の

温度差のみならず，冷却速度に大きく依存する

ため，熱粘弾性パラメータの同定精度が残留応

力の解析精度に大きく影響を及ぼすこととな

る。

図５は，成形終了後のレンズ形状の成形誤差

（金型形状との相対誤差）を示したものであり，

グラフの横軸はレンズ中心軸上からの距離を示

している。レンズの外周部（２．０mm）にて約

１μmの成形誤差が生じているが，先程の残留

応力の解析結果と同様に，冷却時間が長くなる

ほど成形精度が向上していることが確かめられ

る。

５．むすび

本報では，一軸圧縮クリープ試験の結果を用

いて熱粘弾性特性を示すガラス材料の緩和弾性

係数を算出する一連の手法について紹介すると

ともに，ガラスレンズのモールドプレス成形シ

ミュレーションについて例題解析の一例を示し

た。

対象材料の構成方程式が，線形熱粘弾性理論

で近似し得る範囲内の挙動を示す場合には，ガ

ラスに限らず樹脂や樹脂基複合材料の成形解析

などに対しても本報で紹介した手法を適用する

ことが可能である。ただし，線形近似の範囲を

越えて粘塑性的な挙動を示す材料に対しては，

内部状態変数を用いた構成関係を導入するなど

の取り扱いが必要になろう。

また，実際の成形においては金型と試料の接

触界面において熱伝導が生じるため，金型とガ

ラス試料間の熱移動に関しては，さらに複雑な

議論が必要となる。金型内の雰囲気に対する熱

移動や熱ふく射，さらには金型と試料との摩擦

の影響などの諸条件を考慮に入れた解析を行う

ことによって，ガラスのモールドプレス成形の

最適条件の予測が，さらに高い精度で可能にな

るものと期待される。
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